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ABSTRACT

The method of Bjerrum for calculating the stability constants of complexes
formed by metal ions is modified to permit more rapid convergence during the
calculation of a series of successive approximations. The incomplete curves
for the formation of polycomplexes can be extrapolated by using the Bjerrum
nume-ical method.

A computer least-squares method is described for the stability constants
of metal-ion complexes. The method takes into consideration the experimental
uncertainties in free ligand concentration and average number of ligands
bound to each metal ion. Results are compared with those obtained with other

programmes.

La connaissance des constantes d'équilibre de complexation est impor-
tante du point de vue analytique dans Ia mesure oü elles peuvent permettre
de calculer les concentrations d'une seule espèce dans des conditions
expérimentales données, de connaItre Ia composition d'une solution pour en
interpreter plus correctement les propriétés analytiques, et peut ainsi être
d'une grande utilité dans les procédés de separation par precipitation,
extraction, échange d'ions, etc.

La mise en presence d'un ion métallique B et d'un coordinat A conduit a
Iaformation de complexes succesifs suivant les reactions:

B + A :± BA
BA + A ± BA2

BANl+ABAN (1)

Les meilleures conditions pour l'étude quantitative des ces équilibres se
trouvent généralement réunies lorsqu'on opère dans un milieu de référence
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contenant un electrolyte support, chimiquement indifferent, a une concen-
tration uniforrne sutlisamment grande par rapport a celles des espèces en
presence, pour que l'on puissc. pour ces dernières, confondre activités et
concentrations'.

Dans de telles conditions. Ia concentration d'une espèce BA peut être
rapportée, par l'intermédiaire de la loi d'action de masse, a celle de l'espèce
d'ordre inférieur BAn_ i suivant

[BAa] = Kn(BAni][A] (2)

ou a celle de ces constituants initiaux 13 et A d'après

[BAa] /3{B][A] (3)

La grandeur Kn peut être dénommée2 constante stoechiométrique
'étagée' de stabilité du complexe BA tandis que f représente Ia constante
stoechiométrique 'globale' de stabilité de cc méme compose, que I'on peut
exprimer en fonction de K par Ia relation

fi, = (4)

Le calcule de ces constantes (soit 'étagées' soit 'globales') est lie a Ia con-
naissance d'un certain nombre de grandeurs physiques déterminées expéri-
mentalement et qui expriment les premieres en fonction de [A]. Ces calcules
nécessitent alors Ia determination de certaines variables de concentrations
et de grandeurs physiques qui leurs sont liées.

Sans entrer ici dans le detail des possibilités expCrimentales conduisant
a leur determination, nous délinirons successivement d'après Bjerrum3
deux grandeurs essentiefles accessibles par voie électrochimique:

Le degré de formation du système

h = — [A] }/CR (5)

Le degré de formation du complexe BA

[BAj/C = (6)

et sa fonction derivée:

= fi[A] = 1/ (7)

a laquelle ii est possible d'accéder, d'après Fronacus, par:
IA!

= exJ d [A] (8)

Les concentrations totales du groupe central et du coordinat sont respec-
tivement exprimées par:

N N

= [BA] = [B]fln[A]" (9)
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N N

CA = [A] + En[BA,,] = [A] +>1n/3,,[AY (10)

Bien qu'elles puissent, dans le cas de systèmes a deux phases, étre deter-
minées expérimentalement par un certain nombre de méthodes4, les gran-
deurs CA et C3 seront toujours connues en tant que compositions analytiques
des solutions initiales au cours de ce travail, puisque seule y sera envisagée
l'étude de systèmes homogênes.

Les valeurs des concentrations d'équilibre de A et de B sont couramment
obtenues par l'intermédiaire de mesures potentiométriques ou polarogra-
phiques, soit par voie directe, soit par des méthodes faisant intervenir des
reactions compétitives5 6

Lorsque les valeurs de [A] et [B] sont ainsi déterminèes, ii est possible
de calculer les constantes de stabilité des polycomplexes formés en utilisant
les relations 9 et 10 a Ia condition de connaItre au préalable une des con-
centrations totales CA ou CB, mais ii est plus frequent que l'on connaisse
seulement l'une des variables [A] et [B] en fonction de CA et C3 et que
l'on doive alors faire appel aux variables secondaires de concentration ii,
cli et cc,, pour accéder quantitativement aux constantes cherchées.

II est claire que dans le cas de complexes mononucléaires tels que ceux
considérés ici, ii, Vj et ci,, sont seulement fonction de [A] et que, dans ces
conditions, Ia connaissance simultanée de N couples de valeurs ii, [A];
i/i, [A] ou ci,,, [A] suflit, a priori, pour calculer les N constantes /3,, d'un
système donné.

I. METHODES ELECTROCHIMIQUES D'ACCES AUX
VARIABLES DE CONCENTRATION

I-i. La méthode potentiométrique
La potentiométrie est, en fait, l'une des méthodes électrochimiques les

plus utilisées, puisque tout en étant de beaucoup la plus precise, elle est
largement applicable a l'étude des équilibres ioniques en solution.

Pour une reaction du type

xX+yY+....+ze#pP+qQ+.... (11)

le potentiel pris par une electrode mise en contact avec un mélange d'espéces
P, Q X,Y a l'équilibre, est donné par l'équation de Nernst.

T RT {X}X{Y}Y....
8

co+ln{p}i{Q}q (12)

oü le potentiel standard d'électrode T80 corrésponde a l'état d'activité
unite pour toutes les substances envisagées. Dans notre cas considéré
précédement, la relation 12 s'écrit:

RT [X]-'[Y]Y.C = C + lnfQ]q (13)

le potentiel dit formal r étant défini par:
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RT 'Y
= T0 + ln- (14)

L'électrode peut être inerte. comme dans le cas de système redox, ou elle
même constituée par l'une des espèces participant a Ia reaction 11. Dans ce
dernier cas, elle est considérée comme étant de premiere. de deuxième ou de
troisième espèce. Les electrodes habituellement employees pour I'étude
des Cquilibres ioniques sont réversibles par rapport aux ions métalliques.
aux protons ou aux anions: dans Ic cas d'une technique de titrage. le potentiel
de celles-ci doit atteindre dans un temps raisonnable celui qui leur est
assigné par Ia relation 13.

Généralernent. si une telle electrode fait partie d'une cellule électro-
chimique. Ia fern. se contorme a une expression telle que:

(15)

oü est une constante propre Ia cellule particulière considérée, c le
potentiel de jonction s'il y en a et C une fonction des concentrations.

En fait. Ia quantité

= — — — (RTzF)ln C (16)

peut toujours être calculée a partir du potential E mesuré dans des conditions
appropriées.

Si l'électrode est reversible par rapport a Ia concentration [B] d'ions
métalliques libres et représente Ic pole gauche de Ia cellule. on peut écrire:

= — (RT/zF) In [B] (17)

ou encore

t;' + (R T zF) In C11 — (RT/:F) In (18)

De Ia sorte. si ' est déterminé pour des solutions contenant des concentra-
tions CA et CB connues. ii est possible de calculer Ia fonction ; ([A]) et.
partant, de valeurs de concentration [A] du coordinat a l'équilibre corres-
pondantes7.

Si. au cours d'une série de mesures. Ic potentiel de jonction t;et Ia concen-
tration totale d'ion métallique CB demeurent identiques, le calcul de
se trouve ainsi considCrablement simplifié, les potentiels de cellule en
presence Ct en I'absence de coordinat étant alors donnés respectivement
par:

= 'o + ;j (RT'zF) In [B] (19)

et

()cA—o = + i: (RT/:F) In 'B (20)

Dc Ia sorte. Ia relation

(A;)1 =
(LCA

— = — (RT/F) In (21)

permet de déduire aisément ou = 1/ de Ia diflérence entre les deux
lectures.
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Considérons maintenant Ia cellule de concentration:

M + (concentration
M totale C13) M +Z (concentration M

(ou M—Hg) A (concentration totale C) (ou M—Hg)
totale CA)

dans laquelle les deux demi-celluies contiennent la même concentration
totale d'ions métalliques mais une seule du coordinat. En suppoant

0, la fern. de Ia cellule est donnée par:

(L)CB
= — (RT/zF) In (23)

La lbnction cx ([A]) ou /í ([A]) et par consequent les valeurs de [A] peuvent
être obtenues a partir des paires de valeurs (E)CR,CA.

La méthode des solutions correspondantes permet également de deter-
miner ñ en traçant un ensemble de graphes des fonctions X(CA)CR et CA(CB)X
car les deux equations 21 et 23 montrent que Ia propriété

X = (Ar) = (s)cB
— (RT/zF) In (24)

est seulement fbnction de Ia concentration [A] du coordinat a l'équilibre.
En plus des electrodes métalliques de prémière espèce, ii est encore

possible d'utiliser, entre autres procédés, des electrodes métalliques de
deuxième ou de troisième espèce, des electrodes a hydrogene ou des electrodes
redox4. Etant donnée I'importance des difficultés rencontrées dans Ia
determination de constantes de stabilitC a partir de mesures de pH ou de
tensions redox, nous avons trouvé particulièrement utile de développer, au
cours de quelques travaux91 1, la généralisation d'un nouveau type d'élec-
trode metallique, dites métal-complexe, propose récemment'2' , qui
présente l'avantage de ne pas solliciter de mesure de pH dans ses applica-
tions. L'originalité de l'emploi d'une electrode métal-complexe a l'Ctude
de complexes en solution reside dans de nouvelles méthodes de calcule de
Ia concentration du coordinat a l'équilibre dans un système donné et done
de Ia fonction i = CA — [A] }/CB.

1-2. La méthode polarographique

Systèmes réversibles
Dans le cas d'équilibres rapides et réversibles, oü le courant est contrôlé

par Ia diffusion, Ia méthode polarographique peut être appliquée avantage-
usernent a l'étude des complexes d'ions métalliques puisque les potentiels de
demi-vague de ces derniers se déplacent au cours de la complexation. La
mesure de ce déplacement en fonction de Ia concentration en agent corn-
plexant permet de determiner Ia formule et Ia constante de stabilité du
complexe' .

Si cette technique ne peut s'appliquer directement, du fait des conditions
de réversibilité, qu'â un nombre restreint d'ions métalliques, l'usage des
méthodes de concurrence permet d'en èlargir considérablement le domaine
par l'étude de reactions compétitives de complexation.

Le courant rnoyen de diffusion 1d durant Ia vie de Ia goutte (exprimé en
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microampères) est relié a Ia concentration de Ia substance réductible ou
oxydable par Ia relation d'Ilkovic

= 607 nin4t1DC (25)

oü n est le nombre déIectrons mis en jeu dans Ia reaction considéré: in est le
debit du mercure en mg s -1. est le temps de vie de Ia goutte en s: D est Ic
coefficient de diffusion de Ia substance entrant en reaction en cm2 .s
C est le concentration de Ia substance en millimole. I

Lorsque plusieurs ions complexes metalliques BA contribuent simul-
tanément au courant de diffusion global, l'équation 25 peut être transcrite
sans Ia forme:

= d[BA] = dCB (26)

oü
N N

d (27)

et d sont les coellicients d'Ilkovic des complexes BAR.
La relation quantitative entre Ic potentiel de I'électrode a gouttes et Je

courant (corrigC de courant résiduel) pour un processus

B+z + ze # B — Hg

est obtenue par Ia combinaison des equations de Nernst et d'tlkovic

= — (RT'zF)In (28)
1dc

oU I est le courant en un point quelconque de Ia vague. et dcCt tda sont les
courants de diffusion cathodiquc et anodique, qui s'annulent respectivement
pour des vagues purement anodique ou cathodique.

Si Ia vague considérée est reversible, Ia pente de Ia courbe — r, log (i —
(d — i)} doit être égale a RT/zF d'après Ia relation précédente: Ringbom et
Eriksson' ont cependant étahli que Ia valabilitC dc cc critère devenait
hasardeuse pour des systèmes dans lesquelles les complexes sont très stables
aux faibles concentrations en coordinat libre, ccci dv fait que Jes differences
entre ces derniCres au scm de Ia solution et a Ia surface de l'électrode ne sont
pas négligeables.

Si Ic coordinat A est present dans Ia solution en assez grand excés pour
que I'on puisse considérer comme pratiquement égales a ses concentrations
au scm de Ia solution et a Ia surface de l'électrode et s'il y a en presence un
electrolyte support éliminant tout courant de migration, Ic courant a
chaque point de Ia vague est donné par:

= d([BA] [BA]0) (29)

on Ia constante d'Ilkovic dv complexe BA est représentée par d,..
Dc Ia même manière, Ic courant de diffusion moyen est donné par

d[BA] (30)
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tandis que Ia concentration de l'amalgame a Ia surface de I'électrode est
rapportée au courant par Ia relation

daCa° (31)

Compte tenu de ces différentes expressions, I'équation du déplacement du
potentiel de demi-vague d'un ion, dli a sa complexation, s'écrirait:

RT dflTfJfl[A]n1yA5fl
(Ac4) — = —In (32)zF

Si le méme capillaire est utilisé dans les deux cas (absence et presence du
coordinat), si I'on suppose les coefficients de diffusion approximativement
identiques pour les deux espêces, les concentrations en coordinat a I'équilibre
[A] est globale CA pratiquement confondues, et l'influence de coefficients
d'activités négligeables dans un milieu de référence donné, l'équation 32
peut étre simplifiée sous Ia forme suivante:

= (2,303 RT/zF) log J3C (33)

L'équation 33 montre que le potentiel de demi-vague est indépendant des
concentrations des espéces complexées et ii est evident que les variations
de celui-ci en fonction des concentrations en coordinat permet d'accéder
au calcul de f3 mais cette voie n'est applicable que s'il y a un seul complexe
(BAn) qui se forme en solution.

Un traitement polarographique rigoureux de la formation de com-
plexes successifs est donné par De Ford et Hume' 8• Les equations de base
sont fondamentalement les mémes que le précédentes relatives a Ia méthode
de Lingane, mais certains de leurs termes doivent maintenant être sommés,
n prenant successivement les valeurs 1, 2, 3,. . . , N.

Dans des conditions similaires, le déplacement du potentiel de demi-vague
s'exprime alors suivant

RT y8d N Tfin[A]fly= (c1), — (ej —ln----—--- > --—-—--— (34)
Z o YBA

en fonction des concentrations de coordinat a l'équilibre [A] et des con-
stantes globales thermodynamiques de stabilité T11

Cette derniêre relation peut encore étre transformée de façon a exprimer
la variable secondaire de concentration fr([A]) qui s'écrira, pour un milieu
de référence donné oU l'influence des coefficients d'activité est négligeable:

i/i([A])=-L=exp _7

avec

Q = (RT/zF) In (d/d) (36)

La validité de cette méthode néeessite évidemment que le coordinat ne
soit pas réductible polarographiquement dans les conditions de l'expérience
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Ou, si tel n'est pas le cas. que sa reduction ait lieu a un potentiel beaucoup
plus négatit que l'ion métallique simple.

Casassas et Eek'9 ont etudié le cas oü le coordinat est réduit a l'électrode
a gouttes a un potentiel plus positifque l'ion du metal H envisage, Ia variation
du potentiel de demi-vague du coordinat A en presence d'un excés de cet ion
permettant théoriquement de determiner des constantes de stabilité des
complexes successifs BAA. Cette méthode aboutit a l'expression d'une
tonction /í([BJ) semblable a celle de l'équation 35, mais qui ne s'applique
que lorsque Ia concentration de l'ion métallique est en excés par rapport
au coordinat. ce qui tavorise Ia formation du seul premier complexe BA.

Svstè,nes irréL'ersibles
Lorsqu'il est impossible d'étudier directement Ia complexation des ions

d'un metal B du fait que ces derniers ne se réduisent pas de manière réver-
sible a l'électrode a gouttes. ou méme qu'ils ne sont pas réductibles, il est
alors nécessaire d'eftectuer cette étude par rapport a Ia complexation d'un
metal indicateur B' dont les équilibres sont déjà connus.

Le degré de formation. du système B. A qui est accessible cette fais-ci,
et calculé d'après Ia relation générale

= — [A]0 — (i — )d}/'I'B (37)

qui. au potentiel de demi-vague. prend Ia torme plus simple
= — [A]0 — n H'2)R (38)

H. METHODES NOUVELLES DE CALCUL DES
CONSTANTES DE STABILITE

Les dittérentes méthodes électrochimiques exposées précédcment per-
mettent soit l'accès direct aux équilibres de complexation que I'on exprime
alors quantitativement au moyen de Ia Fonction

= = [A] (39)

soit l'accès indirect a ces mêmes équilibres, qui conduit cette fois a l'expression
du nombre moyen de coordination du système

= nfi [A]/ fi [A] (40)

Les deux variables secondaires de concentration t/' et ii reliant d'une
manière semblable par des equations difTérentes les concentrations en
coordinat a I'Cquilibre [A] aux constantes globales [I du système, il nous a
semblé judicieux de traiter globalement les mCthodes de calcule de ses
dernières.

La méthode Ia plus utilisé consiste a afliner, par une suite d'approximations
successives, des constantes dites 'temporaires' déterminées a priori d'après
Bjerrum, de deux taçons possibles:

(a) Ia premiere part du principe qu'une solution prise dans l'état corre-
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spondant a ñ = n — doit contenir des quantités approximativement
égales de composes BA,,_ et BA,,, et conduit a l'expression

K,, = (1/[A]),,_4 (41)

(b) le deuxième fait intervenir Ic 'facteur de distribution' x, dèfini par:

K,,/K,,+1 = fx2 (42)

avec

f(Nfl+l)(fl+l) (43)—
(N—n)n

dont Ia valeur moyenne est calculée par l'intermédiaire de Ia 'pente au point
milieu' de la courbe ii = f([A]), d'aprês Ia relation

N N'
> n(n

4= (44)

+
(N

et Ia constante moyenne du système

K = (1/[A]) = N/2 (45)

Dans ces conditions, Ia relation exprimant les constantes temporaires
s'ècrit

K,, = {(N — n + 1)/n}Kx1'2 (46)

Une lois ces constantes determinèes, dIes peuvent ensuite être affinèes
au moyen d'approximations successives en les introduisant dans I'expression

I + 2t

1

1+

K,, = (fAi),,1 QL (47)

I + +2t)[A]tK,,1K,,2K,,÷,

Pour Ic calcule des approximations successives par Ia relation 47, on
signale que lorsque x est infCrieur a l'unité, Ia somme des termes correctifs
devient tellement grande que Ia formule conduit de toutes façons trop
lentement vers un résultat.

Dans les conditions oü x << 1, on se contentait d'établir l'ordre de grandeur
des constantes étagées des composes intermédiaires aux états B et BAN
par les constantes temporaires issues de Ia relation 46.

En effet, si l'expression 47 converge elTectivement pour des valeurs de
(1/[A]),,4 suffisamment èloignées les unes des autres, il n'en est pas de
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même lorsque celles-ci sont voisines20, comme Ic prouvent les deux exemples
suivants:

(a) Complexes de Cu(ii) avec l'imidazole5
Le Tableau 1 rassemble, avec les valeurs (1/[A])Sfl., assez différentes

les unes des autres, les valeurs prises par les constantes K au cours des
iterations successives jusqu'à leur valeur limite atteinte a Ia trentième
iteration. II est claire que I'on obtient. dans Ic cas present. un résultat précis.

Thhleau 1. Système Cu lmidaiole. Constantes temporaires et allinage par Ia relation 47jusquâ
curs valeurs limites (30 iteration)

Itérationno. k1 k2 k1 k4

0 11220 2851 749.9 177.83

3 5323.651 4289.629 509,742 377.410

5 4795765 4902.957 462.950 395.791

10 4501.714 5236.772 444.111 404.212

15 4482.359 5259.520 442.938 404.759

20 4481.091 5261.014 442.861 404.795

28 4481.004 5261.117 442.856 404.798

30 4481.003 5261.119 442.856 404.798

(b) Système théorique avec K1 = iO, K2 = K3 = K4 = iO
Le Tableau 2 contient les valeurs de (1/[A])_. assez voisines, puis les

valeurs prises par les constantes K au cours des iterations successives
jusqu'au vingtième rang. II est evident que Ia relation 47 ne peut être utilisés
comme t'ormule de convergence.

Thhlec1u 2. Système théoriquc. Constantes temporaires ci allinage par Ia relation 47 usqu'à Ia
20t iteration

Iteration no. k1 k2 k3 k4

0 1285.5 213.45 95,63 36.12

1 807.619 117.948 112,658 89.098

5 1007.309 105.392 107.084 103,918
9 1020323 110.886 114.168 109.766
4 940.506 74.790 72.637 81,249

19 1121.950 177.532 232.560 209.052
20 804,039 34.908 36.003 58,912

11-I. Accélération de convergence
Nous avons établi2' au cours d'essais que l'on obtenait. quel que soit

x. une convergence effective pourvu que, pour une constante K corre-
spondant a une iteration d'ordre (in), on at'fecte Ia série K_1. K2. K_3

K1 tigurant au numérateur de l'expression 47, du même ordre (in),
tout en conservant, bien sür, l'ordre (in — 1) pour Ia série 'K2
K+3... tigurant en dCnominateur. La relation 47 s'exprime, des lors,
par
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t=n— 1

1 + 2t

1

1 +
[A]t K21 . K22

Km) = t=N—n (48)

1 + (1 + 2t) [A]tK';11• K+'••

Elle permet d'obtenir, appliqué au système théorique déjà pris comme
exemple ci-dessus, les résultats consignés dans le Tableau 3.
'Thbleau 3. Système théorique. Constantes temporaires et atlinage par Ia relation 48 jusqu'à

leurs valeurs limites (7Ø iteration)

Itérationno. k1 k2 k3 k4

0 1268 213 95 36
10 1010 94 107 96

20 999 99 100 99
30 998 99 100 99

40 998 100 99 100
50 998 100 99 100
60 997 100 99 100
70 997 100 99 100

Valeur réelle 1000 100 100 100

II apparaIt id que le relation 48 permet la convergence vers une limite
très proche de ia valeur imposes théoriquement dans Ia definition du
système.

Une fois mise au point cette méthode, nous l'avons appliqué a plusieurs
systèmes reels. Prenons comme exemple Ia complexation du Zn(ii) par NH3
(mesures effectuées par I. Bjerrum). Nous avons consigné dans le Tableau
4 les valeurs de K pour ce système données par Bjerrum et les valeurs issues

Tableau 4. Système Zn—NH3. Constantes temporaires et atlinèes

—Iog[NH3]_ Bjerrum Notrevaleur

n = 1 2.87 2,37 2,44
n = 2 2,51 2,44 2,28
n = 3 2,27 2,50 2,64
n 4 1,84 2,15 2,11

Tableau 5. Système Zn—NH3. Valeurs de ñ théoriques et finales recalculées, avec les constantes
obtenues par Bjerrum et avec les constantes allinées par Ia relation 48

h thèorique ñ (Bjerrum) ñ(relation 48)

0,500 0,489 0,500
1,500 1,495 1,500
2.500 2,486 2,500
3,500 3,500 3,500
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de notre méthode. Les valeurs de K correspondantes sont assez différentes,
et ii était important de savoir lesquelles étaient les plus satisfaisantes. C'est
pourquoi nous avons recalculé ñ aux valeurs n = n — - a partir de ces
différentes constantes (Tableau 5).

II est clair que les valeurs des constantes K calculées par Ia relation 48
conduisent a une meilleure verification de et apparaissent donc comme
les plus précises.

11—2. Méthode de determinants
II est evident que si Ia suite K(1m). KN converge vers une limite

K1. K2 KN. l'équation:

(ii — n):fl [A]' = 0 (49)

conduit, par l'intermèdiaire de Ia relation 48. a Ia formation, pour Ic cas
oü N = 4. du système suivant:

fl1[A]1 + 3/32[A]f + 5fl3[A] + 7f34[A]
— f31[A]2 + fl2[A] + 3fl3[A] + 5/34[A] = 3

(50)
— 3/1 [A]3 — /32[A] + fi3[A] -I- 3/4{A] = 5

— 5/1[A]4 — 3I12[AU fl3[A] + fl4[A] = 7

avec

[A]1 =

[A] 2 [A]9 1.5 (51)
[A]3 =

[A]4
dont les constantes Th. 112. 113. 114 représentent les solutions. D'après l'unicité
de Ia limite d'une suite convergente, si Ia suite K"°, Km), Km), K"1, converge
vers une limite K1, K2. K3, K4. celle-ci ne peut être que Ia solution du
système d'équation 50.

En effet, pour tous les systèmes pris en exemple, les solutions d'équations
50 ont èté rigoureusement identiques aux limites de convergence corre-
spondantes.

L'emploi d'approximations successives n'est plus nécessaire, cc qui permet
un gain de temps appreciable, même Iorsque les calcules sont effectués au
moyen d'un ordinateur. Dc même. I'introduction de constantes temporaires
déterminées par l'intermédiaire du facteur x, faisant intervenir Ia pente de
Ia courbe de formation au point ñ = N/2, n'est plus nécessaire, puisque
Ia solution peut maintenant être obtenue quelque soit x.

11—3. Exploitation des courbes de formation incomplètes
Les deux méthodes nouvelles que nous venons de presenter sont très

rapides et us peuvent être appliqué a tous les systèmes a étudier. Bien que
ces deux méthodes ne sont basées que sur un ensemble de N donnécs, ces
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N données représentaient statistiquement la synthése des determinations
expérimentales a condition que Ia courbe de formation ait une allure suffisam-
ment réguliers, ce qui est rarement démenti.

Cependant, si l'application de ces deux méthodes a été rendue possible
quelleque soit Ia valeur du facteur de distribution, elles nécessitent a priori
que la courbe de formation soit entiérement déterminée.

Du point de vue pratique, ceci est assez improbable dans une méme
manipulation quand les complexes étudiés ont des stabilités assez différentes
et méme cxclu s'il s'agit de complexes peu solubles.

Nous avons cependant établi22 qu'il est possible, dans un grand nombre
dc cas, d'extrapoler rationnellement une courbe incomplete aim d'utiliser
les deux méthodes pour le oalcule des constantes K. Ii est considéré, pour
fixer les idées. le cas N = 4.

Supposons que [A]4 ne soit pas accessible expérimentalement. II existe
un intervalle de valeurs possibles de [A]4 pour lequel l'ensemble des quatre
grandeurs définies dans l'équation 51 conferera a la relation 48 une con-
vergence eliective, ou au determinant 50 une solution unique exprimée
par une série de constantes:

X Y Z T
soit fli=jj-; 12=; (52)

soit K1 =.i; K2=; K3=; K4= (53)

ceci quand les polynômes D, X, Y, Z, T sont positifs.
Connaissant [A] . [A] 2' [A] , il est facile de determiner les zeros de ces

polynômes en [A]4 et degré inférieur ou égal a quatre, et par consequent
les limites inférieure a et supérieure a2 de l'intervalle envisage.

Cependant, si Ia limite inférieure a de l'intervalle est toujours voisine de
[A]4, la limite supérieure a2 s'en écarte trés rapidement au fur et a mesure
que la pente mesurée 6 de la courbe de formation a point ii = 2 (definie
antérieurement) diminue, comme le montre le Tableau 6 oft figurent les

Tableau 6. Valeurs de [A]4 et de ses limites supérieure et inférieure en regard de Ia pente mesurée
6 de Ia courbe de formation au point ii = 2

2 a [A]4

7,835 0.1813 0,1790 0,1806

5,854 0,5174 x 10-i 0,4682 x 10 0,4933 x 10_i

5.232 0,4122 x 10_i 0,3446 x 10-i 0,3743 x 10
5,046 0,3906 x 10_i 0,3156 x 10_i 0,3467 x lO
4,605 0.3551 x IO 0,2562 x 10_i 0,2908 x 10_i

2,962 0,1437 0,1085 x lO 0,1542 x 10-1

2,815 0,6142 x 10+1 0,9870 x 10-2 0,1450 x 10_i

2,774 +x 0,9608 x 10_2 0,1425 x lO

valeurs 6, a1, a2 et [A]4 de quelques systémes entiérement définis. De ce
fait, [A]4 ne représente pas Ia valeur moyenne de a1 et a2, et ne peut pas
donc étre déterminée directement.

II est alors nécessaire, pour ce faire, de relier a1 et [A]4 a un paramétre
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représentatit du système considéré, comme par exemple. Nous avons
ainsi, grace a une série de determinants du type 50 déterminé, pour un
grand nombre de systèmes entièrement définis [A]1 [A]2, [A]3, [A]4
étant connus et composes théoriquement, les valeurs du rapport
([A]4 — cx1)/[A]4 (en pourcentage) en regard des valeurs de correspon-
dantes22. Ces valeurs permettent Ia construction d'une courbe que nous
appéllerons. 'courbe d'étalonnage' (Figure 1). et qui rend compte de Ia

100

50
4

! iqure 1. Clénéralisation de a méthode de Herrurn. Courhe détalonnage.

variation de l'écart de a Ia valeur réelle [A]4, donnée par ([A]4 —
pour cent, en knction de Ia pente 5 de Ia courbe de formation ñ = f(p[A])
mesurée en son point milieu ii = 2.

Dans Ic cas d'un système experimental oü seules les valeurs de [A] 1'
[A]2 Ct [A]3 sont connues. [A]4 pourra donc être déterminé directement
d'après Ia courbe d'étalonnage. Les constantes K pourront ensuite être
calculées rapidement par l'intermédiaire d'un determinant du type 50.

Exetnples. Pour un système théorique, construit avec les constantes
K1 = iO: K2 = 1025: K3 1015: K4 = iO°, Ia valeur de [A]4 lue
sur Ia courbe de formation est égale a 0,3920M alors que Ia valcur trouvée
par Ia méthode définie précédemment est égale a 0,3918M.

Dans Ic cas d'un système experimental quelconque comme celui de Ia
complexation du zinc par l'imidazole (en milieu NH4 NO3 0,5 M a 25"C)
øü Ia valeur maximum déterminée pour ñ est 3,186, Ia valeur de [A]4
obtenuc par ce procédé a permis de calculer par le determinant 50, les
constantes exprimèes par leurs logarithmes:

log f1 = 2,29. log 112 4,72, log /13 6,87, log /14 = 9,08

tandis que Ia méthode de Fronaeus conduisait a

log f1 2,33, log 112 = 4,66, log /13 = 6,91, log /14 — 9,11

Les valeurs ainsi obtenues vérjfjent de manière satisfaisante celles prove-
nant de l'autre méthode de calcule, par consequent, Ia valeur de [A]4
extrapolée rationnellement est determinée avec une bonne precision.
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Sans doute, Ia determination expérimentale de l'ensemb!e de Ia courbe
de formation est toujours préférable, mais notre méthode d'extrapolation
rationnelle peut se révèler utile dans le cas oü les complexes atteignent
leurs saturations dans Ic milieu considéré.

114. La méthode des moindres carrés
II apparalt evident que la connaissance de N paires de donnêes (h, [A])

conduit a Ia determination directe des N constantes cherchées. Cependant,
le calcule impliquê ayant été jugé trop fastidieux par J. I3jerrum3 a l'aide
des seules méthodes manuelles existant a cette époque, ce dernier effectuait
cette resolution au moyen d'approximations successives en portant des
N valeurs de /i les plus sign ificatives de l'ensemble donné expérimentalement,
c'est-à-dire généralement ii= n—4 (avec n = 1,2, ..., N).

Cette méthode a donné lieu par Ia suite a de nombreuses modifications
que nous avons présenté dans les paragraphes précedentes.

Plus tard. Sullivan et Hindman23 résolvaient, ii l'aide d'un ordinateur, Ic
système d'équations de Ia forme 49 Ii partir des N valeurs de ii = n — I
preconisées par lijerrum. Puis, cette méthode apparaissant insuflisante
puisque ne faisant intervenir que N donnêes d'un ensemble généralement
plus large, Sullivan et ses collaborateurs24 introduisaient l'usage de Ia
méthode des moindres carrés, laquelle permettait de réduire l'ensemble des
données a un système normal d'équations de Ia forme 49.

Ces dcrniers auteurs ayant alors suppose que seule Ia concentration [A]
en coordinat a l'êquilibre êtait susceptible d'être affectée d'erreurs, Varga25
trouvait récemment plus rêaliste de considérer que les deux grandeurs ii et
[A] étaient affectées respectivement des erreurs standard a,, = Ph et
a[A] = P[A], oU P représentait l'erreur relative moyenne commise sur un
groupe de données.

Ccpendant, s'il apparalt effectivement exact de penser que lorsque [A]
est affecté d'une erreur, ii l'est êgalement, nous avons jugé préférable de
considêrert5 Ia veritable erreur affectant ii, en fait imposêe par l'erreur
admise sur [A]. Nous avons étudié I'influence de cette correction sur les
valeurs des constantes calculées par cette methode pour des systèmes
étudiés soit par les auteurs précédement cites, soit dans nos laboratoires.

Traiteinent du problerne
L'équation 40 exprime une fonction de Ia forme

y = flu, [A]) (54)

peut être écrite

y=>(h—n)fi[A] (55)

Lorsque Ia fonction y est satisfaite théoriquement, elle s'annulle pour
donner Ia relation 40.

II s'agit ici de determiner Ic groupe de constantes f3,, qui puisse rendre Ia
valeur y Ia plus proche possible de cette nullité, en minimisant Ia somme
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S = [(ñ1 — n)fl [A — (56)

wy représente Ic poids de chaque valeur expérimentale y, et s'exprime suivant
= 1/at (57)

La variance de chaque valeur de y est donnée, d'aprés Ia théorie de
propagation des erreurs, par Ia relation

= (ây/ôh)2 a + (ôy/ö[A])2 aj (58)

dans laquelle a,, et 5[Aj représentent les erreurs standard affectant respec-
tivement les grandeurs ii et (A), et sont définies par:

a,,=Qñ
(59)

5}AJ = P [A]

P et Q définissent ici les erreurs relatives commises respectivement sur les
valeurs de (A) et IL

En efiectuant les calcules délinis dans Ia relation 58, cette derniêre prend
Ia forme:

aQ2n2(Efln[A]n)2+P2(n(n_n)fln [A]n)2
(60)

De plus en dérivant la relation 40, II est possible d'exprimer Q en fonction
de P selon:

—liP
>nfl,,[A]"

Ainsi, en remplaçant Q par sa valeur dans l'ëquation 60, il vient:
N 2

N En2fl,,[A]"
= p2 nE/3,,[A]" —----—-- — n

EnflJA]
2

+ p2 [n(n — n)fl,,
[A]fl]

(62)

La grandeur w étant une fonction des eonstantes fi,, cherchées, il est
possible, par une série d'itérations suceessives, d'affiner son estimation en
méme temps que eelle des valeurs eorrespondantes des /1,, jusqu'à ce qu'une
convergence satisfaisante soit obtenue.

Sans entrer ici dans le detail du programme de ealeule, nous présentons
dans le Tableaux 7 uniquement les valeurs des constantes de stabilité des
complexes du systéme Ni—NH3 déjà étudié par Bjerrum3.

Système NiØi )—NH3
Nous avons apris l'exploitation des mesures effeetuées par J. Bjeurum3

concernant Ia complexation de l'ion Ni2 par NH3 dans Ic milieu NH4NO3
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2 M a 30°C, ainsi que l'avait deja fait Rydberg25 au moyen d'un programme
ne tenant compte que des erreurs affectant [A]. Notre programme prenant
en consideration les erreurs affectant les deux variables [A] et ii, nous a
conduit a des valeurs ditlérentes des constantes 13,. Cette série de constantes
rassemblées dans le Tableau 7, sont comparées a celles calculées par J.

Tableau 7. Système Ni—NH3. Comparaison des-résultats

log f3 J. l3jerrum Rydberg Notre résultat

Iogfl1 2,795 2,785 + 0,003 2,785 0,001
log/32 5,035 5,046 0,009 5,051 0,004
log/I3 6.765 6,730 0,014 6,718 0,014
log/I4 7,955 7,966 0,020 8,003 T 0,022
log/I5 8.705 8,716 0,022 8,676 0,037
log/I6 8,735 8,741 0,032 8,765 0,046

Bjerrum3 et Rydberg25. Les valeurs des constantes issues de notre programme
sont comparables a celles des auteurs précédentes. Cependant, nos dériva-
tions standard sont moms importants que celles issues du programme de
Rydberg en ce qui concerne les constantes d'ordre faible, et plus importants
en ce qui concerne celles d'ordre élevé, cc qui est la signe d'une meilleure
signification physique de nos résultats.

z

0
p 14]

Figure 2. Système Ni--NH . Mètliode des moindres carrés.

La Figure 2 montre Ia courbe de formation du système recalculée par
I'ordinateur, en parfait accord avec les points expérimentaux matérialisés.
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